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Algoritmy pracujici s grafy. Prohledavani grafii do hloubky a do
Sirky, vyuziti prohledavani grafu v dalSich ulohach.

Slovo graf se pouziva v riznych vyznamech. V matematice také existuje pojem grafu, ktery nema
takméf nic spolecné se znamymi grafy funkci, az na ndzev, ktery je odvozeny z feckého slova
"grafein", co znamena "psat".

Pojem "graf" vykrystalizoval jako matematicky objekt (univerzalni zobrazovaci technika), ktery se
skladé z prvkl dvojakého druhu — z vrcholt a hran.

Obycejny graf G rozumime uspotfaddanou dvojici (V,E), tzn. G = (V,E), V je libovolna mnozina
vrcholti a E je podmnozina hran.

Sled v grafu G je konecna posloupnost S=(v0,e1,v1,e2,...vn-1,en,vn), v které se stiidaji vrcholy a
hrany, a ktera se za¢ina a konc¢i ve vrchole, pticemz pro vSechny i=1,2,3,....n je ei (vi-1, vi ). V
sledu se hrany a vrcholy miizou opakovat. Cislo n nazyvame délkou sledu S. Sled nazyvame
uzavieny, kdyz jeho zacatek a konec jsou totozné. V opacném piipadé ho nazyvame otevieny.

Tah je takovy sled, v kterém se zadna hrana nevyskytuje dvakrat.
Otevieny tah, v kterém jsou vSechny vrcholy navzdjem rizné, se nazyva cesta. Pocet hran v cesté se
nazyva délka cesty.

Strom je souvisly graf, neobsahujici kruznici (acyklicky souvisly graf, tj. uzavieny sled).

Podgraf G" = (V',E’) je indukovany podgraf grafu G, kdyz G” obsahuje vSechny hrany spojujici
vrcholy z V' v grafu G. Podgraf G” indukovany mnoZinou vrcholii V' v grafu G

Stupei vrcholu v je pocet hran incidentnich s vrcholem v, oznaceni: degG v ( deg v)
0(G) - minimalni, A(G) — maximalni, izolovany vrchol v ... deg v=0

Uplny (kompletni) graf - graf, ve kterém jsou kazdé dva vrcholy spojené hranou.
Oznaceni Kn, n - pocet vrcholil

Regularni graf - takovy graf, jehoZ v§echny vrcholy maji stejny stupen. Regularni graf's vrcholy,
které maji stupent k se nazyva k-regularni.

Véta (princip sudosti):
KdyZ ma graf G ma m hrén, tak soucet stupiii v§ech jeho vrcholil se rovna 2m:
z deg,v=2m

velV

Diisledek:
Pocet vrcholt lichého stupné v grafu je sudy.

Algoritmy k nalezeni minimalni kostry

Jarnikiv algoritmus

Algoritmus hledajici minimalni kostru ohodnoceného grafu. Najde takovou podmnoZzinu hran grafu,
ktera tvori strom obsahujici vSechny vrcholy plvodniho grafu a soucet ohodnoceni hran z této
mnoziny je minimalni. Algoritmus zac¢ind s jednim vrcholem a postupné pifidava dalsi nejblizsi
vrcholy(nejnize ohodnocena hrana) a tim zvétSuje velikost stromu do té doby, nez obsahuje vSechny
vrcholy.
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Kruskaliiv algoritmus

Algoritmus hledajici minimdlni kostru ohodnoceného grafu jehoz hrany maji nezéporné
ohodnoceni. Najde takovou podmnozinu hran grafu, ktera tvofi strom obsahujici vSechny vrcholy
puvodniho grafu a soufet ohodnoceni hran z této mnoziny je minimdlni. Vybiraji se hrany
s nejniz§im ohodnoceni, tak aby nevznikla kruznice.

Boruvkiv algoritmus

Poprvé byl publikovan roku 1926 Otakarem Bortvkou jako metoda pro konstrukci efektivni
elektrické sit¢ na Morave. Algoritmus pracuje tak, Ze postupné spojuje komponenty souvislosti (na
pocatku je kazdy vrchol komponentou souvislosti) do vétsich a vétSich celki, az zlstane jen jediny,
a to je hledand minimalni kostra. V kazdé fazi vybere pro kazdou komponentu souvislosti hranu s
se pocet komponent souvislosti snizi nejméné dvakrat, pocet fazi bude tedy maximalné log2N, kde
N je pocet vrcholu grafu.

Dijkstriv algoritmus

Slouzici k nalezeni nejkratsi cesty v grafu. Je kone¢ny (pro jakykoliv kone¢ny vstup algoritmus
skon¢i), protoze v kazdém prichodu cyklu se do mnoziny navstivenych uzli ptida praveé jeden uzel,
prichodi cyklem je tedy nejvysSe tolik, kolik méa graf vrcholi. Funguje nad hranové kladné
ohodnocenym grafem (neohodnoceny graf 1ze v§ak na ohodnoceny snadno prevést).

Na pocatku necht’ je kazda hrana grafu G neobarvena. Za modry strom povazujme pocate¢ni vrchol
u, od kterého hleddme nejkratsi cesty k ostatnim vrcholtim.

Pro kazdy sousedni vrchol v vrcholu u provedeme dv := délka hrany (u, v) a Vv :=u.

V kazdém z (n - 1) krokli vybereme z hran, které se modrého stromu dotykaji (tj. maji jeden
koncovy vrchol x v modrém stromu a druhy koncovy vrchol v nikoli), hranu (x, v) pro kterou plati,
ze hodnota dv je minimalni (existuje-li jich vice, zvolime libovolnou z nich), obarvime ji modie a
pro vSechny sousedni vrcholy w vrcholu v provedeme v ptfipadé, ze plati dv + délka hrany (v, w) <
dw, ptikazy Vw := v a dw := dv + délka hrany (v, w).

Algoritmus konc¢i ziskdnim modrého stromu obsahujiciho vSechny vrcholy grafu G, tj. urenim
nejkratsi cesty z daného vrcholu u ke vSem ojs_,tatnim vrchollim.
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Algoritmy prohledavani do hloubky a do Sifky

Prohledavani do Sirky

Postupné prochazi vSechny vrcholy v dané¢ komponenté¢ souvislosti. Algoritmus nejprve projde
vSechny sousedy startovniho vrcholu, poté sousedy sousedu atd. az projde celou komponentu
souvislosti. Prohledavani grafu do §itky se realizuje pomoci fronty (FIFO). Za¢neme od
libovolného vrcholu r. Vystup algoritmu — kostra grafu.
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Poradi v jakém je ptistupovano k vrcholim

Prohledavani do hloubky

Pracuje tak, ze vzdy expanduje prvniho naslednika kazdé¢ho vrcholu, pokud jej jesté nenavstivil.
Pokud narazi na vrchol, z n€jz uz nelze déle pokracovat (nema zddné nasledniky nebo byli vSichni
navstiveni), vraci se zpét backtrackingem. Prohledavani grafu do hloubky se realizuje pomoci

zasobniku (LIFO). Za¢neme od libovolného vrcholu r. Vystup algoritmu - kostra grafu
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Binarni strom
Kazdy vrchol ma nejvyse dva nasledniky, levy a pravy syn
procedure PREORDER (7, v)

probréani vrcholu v

jestlize existuje levy syn v, vrcholu v, pak PREORDER (7, vy)
jestliZe existuje pravy syn vp vrcholu v, pak PREORDER (7, vp)
navrat k pfimému pfedchiidci (otci) vrcholu v

procedure INORDER (7, v)

jestliZe existuje levy syn v, vrcholu v, pak INORDER (7, v;)
probrani vrcholu v

jestlize existuje pravy syn vp vrcholu v, pak INORDER (7, vp)
navrat k ptfimému predchiidci (otci) vrcholu v

procedure POSTORDER (7, v)

jestlize existuje levy syn v, vrcholu v, pak POSTORDER (7, v;)
jestlize existuje pravy syn vp vrcholu v, pak POSTORDER (7, vp)
probrani vrcholu v

navrat k ptfimému predchiidci (otci) vrcholu v

Vyuziti prohledavani grafa v dalSich alohach
e Urceni souvislosti dané¢ho grafu — musi byt zpracovany vSechny vrcholy ze zadsobniku
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e Urceni poctu komponent dané¢ho grafu — do $itky, pokud nejsou zpracovany vSechny
vrcholy, navysime pocitadlo o 1 a pokracujeme dalSim vrcholem dle abecedy

e Urceni, zda dand hrana je ¢i neni most daného grafu — prohledavani do hloubky, pokud jsou
oba vrcholy odebrané hrany zpracovany, tak hrana neni most

e Urceni, zda dva dané vrcholy lezi v téze komponenté — po prohledani musi byt ve stejné
mnoziné

e Urceni nejkratsi cesty (co do poctu hran) a jeji délky — do Sitky, délka cesty je troven, ve
které se nachazi cilovy vrchol

e Urceni, zda je graf bipartitni — do Sitky, pokud neni propojeni vétvi na stejné tirovni

e Zda existuje kruznice obsahujici dany vrchol — do Siiky, pokud existuje propojeni mezi
dvéma podstromy, pak existuje kruznice obsahujici vrchol



